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Matematyczna aktywnos¢ badawcza uczniow klas poczatkowych.
Miedzy koncepcjami naukowymi i potocznymi

Summary

Research into mathematical exploration done by students of early education.
Between scientific and common concepts

Conditions stimulating an independent creation and formulation of regularities require particular
cognitive scenarios. In the early grades, students have the opportunity to develop this all-compassing
intellectual ability mostly due to the specially designed educational and explorative conditions. The
paper is an attempt to present a common understanding of mathematical analysis done by the stu-
dents in the early grades and offers an alternative way of perceiving sush inquiries during the class.
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no$¢ badawcza ucznia
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Wprowadzenie

Potocznos¢ jako kategoria teoretyczna stala si¢ w ostatnich kilku dziesigcioleciach przed-
miotem rosngcego zainteresowania nauk spoteczno-humanistycznych. Rowniez w peda-
gogice dostrzezono potencjal, jaki moze ona zaoferowa¢ dla poglebienia rozumienia zja-
wisk edukacyjnych. Potoczne myslenie i potoczna wiedza okazuja si¢ czynnikami silnie
wplywajacymi na rzeczywisto$¢ szkolna. W tym artykule chce si¢ do niej odnies¢, by
zwréci¢ uwage na przyczyny braku okazji do prowadzenia w szkole matematycznych
badan i eksploracji przez uczniow klas poczatkowych.

Potoczno$¢ myslenia jest przeciwstawiana wiedzy naukowej z bardziej lub mniej za-
rysowang granica miedzy nimi (Klus-Stanska 2010: 52 i dalsze). Wiedza potoczna ma
charakter pragmatyczny, jest narzgdziem do przewidywania wlasnych dziatan (Leppert
1996: 16). Jej kryterium poznawczym jest zdrowy rozsadek i ,,stanowi produkt uboczny
praktycznej dziatalnosci ludzi” (Such, Szczesniak 2010: 35). Wiedza potoczna stuzy do
,0swajania” rzeczywistosci i podejmowania zyciowych wyborow, podczas gdy do wiedzy
naukowej badacz ma dystans i postuguje si¢ nig Swiadomie i intencjonalnie znajac zakres
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jej ograniczen (Lachowicz-Tabaczek 2004: 17). Potoczno$¢ mozna réwniez rozumieé nie
tylko jako pewna opozycje do wiedzy naukowej, ale wrecz przeciwnie, jako ,,uniwersum
symboliczne”, bedace jedng z najwazniejszych potrzeb czlowieka do funkcjonowania
w rzeczywistosci, rowniez pedagogicznej (Leppert 1996: 17 i dalsze). Wiedza potoczna
nauczycieli wywodzi si¢ czgsto z osobistych doswiadczen szkolnych. Podejmowane w tej
roli dziatania musza by¢ zgodne z ich uswiadomionymi (lub nie) koncepcjami potoczny-
mi, a rozumienie edukacji wowczas wybudowane moze by¢ rozbiezne z doniesieniami
wspotczesnych badan.

Opisujac 1 analizujac nauczanie matematyki w klasach najmtodszych bardzo rzadko
uzywamy pojeé eksperyment czy doswiadczenie matematyczne. Podstawa programowa
wspomina co prawda o potrzebie prowadzenia badan na lekcjach (Dz. U. 24.02.2017,
poz. 356, s. 17, file:///C:/Users/Malina/Downloads/D2017000035601.pdf, dn.
29.03.2017), ale w tresciach szczegotowych juz tego nie uwzglednia'. Zapisy wyraznie
sugeruja, ze uczen musi najpierw pozna¢ (dostarczone przez kogo$) pojecia, zeby potem
je wykorzystywacé. Takie zapisy pokazuja reprezentowany przez decydentéw sposob my-
$lenia o wczesnoszkolnej edukacji matematycznej, w ktorej uczniowie nie sg zachecani
do samodzielnego budowania znaczen podczas manipulowania, eksplorowania i ekspery-
mentowania, jako niedostgpnych im aktywnosci (Dabrowski 2009a). To koncepcja, ktora
zdezaktualizowata si¢ kilka dziesiatek lat temu i ktéra wynika z limitowanych potoczno-
$cig sadow i przekonan.

Nieustajagce reformy szkolne nie zmieniaja znaczaco koncepcji wczesnoszkolnej
edukacji matematycznej. Niepokojace zjawiska, jak cho¢by malejaca gwaltownie licz-
ba ucznidéw matematyczne uzdolnionych juz w kilka miesigcy po rozpoczeciu szkolnego
uczenia si¢ (Gruszczyk-Kolezynska 2011), czy niezadowalajace wyniki w zakresie osia-
gnigcia najwyzszego progu umiejetnosci matematycznych (Konarzewski 2016: 30) suge-
rujg potrzebe koncepcyjnej zmiany podejscia do nauczania matematyki.

Podpisujac si¢ pod rekomendacjami zmian w edukacji matematycznej stawiam teze,
ze bariera w ich wprowadzaniu jest znaczaca przepa$¢ migdzy obrazem myslenia ma-
tematycznego 1 jego rozwoju, jaki wynika z badan naukowych, a potocznymi, przeni-
kajacymi szkolna codzienno$§¢ koncepcjami na ten temat. Kategoriami porzadkujacymi
analize beda: intuicja, ekonomia mys$lenia matematycznego, jezyk matematyczny i mowa
eksploracyjna. Przyjmuje je jako zasadnicze we wskazywaniu obszarow catkowicie igno-
rowanych, a nawet deprecjonowanych w potocznych koncepcjach wezesnej edukacji ma-
tematycznej, a ktore znalazly si¢ w centrum zainteresowan wspotczesnych naukowych
koncepcji odnoszacych si¢ do tej problematyki.

' Jedynie w przypadku edukacji przyrodniczej pojawia si¢ zapis wyraznie kierujacy ucznia do takiej
aktywnosci: ,,planuje, wykonuje proste obserwacje, doswiadczenia i eksperymenty dotyczace obiektow
i zjawisk przyrodniczych.”
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Matematyczna aktywnos$¢ badawcza uczniéw na poziomie wezesnoszkolnym —
dyskusja z potocznym jej pojmowaniem

Znana to prawda, ze kazdy ma si¢ za eksperta od edukacji szkolnej, zgodnie z ar-
gumentem: ,,tez chodzitem/tam do szkoty”. Potoczne postrzeganie nauczania mate-
matyki na etapie wczesnoszkolnym wykazuje uderzajaca spojnos¢ z wizjg biurokra-
tyczno-urzedniczg, ktora okazuje si¢ narzedziem prawnego konstytuowania naiwnych
koncepcji pedagogicznych. Wbrew wielu doniesieniom naukowym o powaznym
w skutkach nierespektowaniu osobistych matematycznych doswiadczen i pomijaniu
ich strategii rozumienia, szkodliwos$ci ograniczania obszardéw dziatania sprzyjajacych
budowaniu poglebionych poje¢ w edukacji wezesnoszkolnej (Klus-Stanska, Nowic-
ka 2005; Dylak 2014; Dabrowski 2013), blokowaniu przechodzenia dzieci na nowe,
wyzsze, a dostepne dla nich poziomy rozumowania (Filipiak 2015), od wielu juz lat
najwazniejszym, dekretowanym administracyjnie celem stata si¢ mechaniczna spraw-
no$¢ rachunkowa, a tresci matematyczne dotyczace tego zakresu byty systematycznie
upraszczane i ograniczane?’.

Jak wskazuja badania, oczekiwania wobec absolwenta trzeciej klasy dotycza przede
wszystkim perfekcyjnej znajomosci tabliczki mnozenia oraz umiejetnosci czytania za-
dan ze zrozumieniem (Kalinowska 2009: 81 i dalsze). Z tej perspektywy wczesnosz-
kolne nauczanie matematyki jest konstruowaniem strategii odtwdrczych, ,,po $ladzie”
nauczyciela (Klus-Stanska 2000:123 i dalsze). Uczniowie ¢wicza na lekcjach glow-
nie umiejetnosci zwigzane z zapamigtaniem algorytmow i schematow postgpowania®,
a szkota nie wierzy w ich mozliwosci do budowania wtasnego zdania na temat regut
i koncepcji matematycznych (Lockhart 2009: 36 i dalsze). I cho¢ powinni oni jak naj-
wczesniej budowad pojecia matematyczne w sensie operacyjnym (Krygowska 1977:
81 1 dalsze) i relacyjnym, w potocznym jednak rozumieniu wczesnoszkolne pojecia
matematyczne nosza znamiona gotowych schematow do odtwarzania w identyczny ze
wzorem sposob, co implikuje wysoka czgstotliwo$¢ powtarzania, utrwalania i ¢éwiczenia
w podobny sposdb na lekcjach matematyki.

Matematyka, ktora pod wzglgdem kulturowym i psychologicznym jest narzedziem
logicznego i analitycznego rozumowania, potocznie utozsamiana jest redukcyjnie ze
sprawnym rachowaniem. Takze myslenie dziecka w wieku wczesnoszkolnym, jego po-
tencjal badawczy, zwlaszcza ten dotyczacy matematycznego badania rzeczywisto$ci
jest niedoceniany i infantylizowany. Edukacja oparta na takich przekonaniach w kon-

2 Obecna podstawa z 2017 roku zwigksza zakres liczbowy, ale nie zmienia koncepcji edukacji matema-
tycznej.

3 Badania umiejetno$ci matematycznych trzecioklasistow i sposob uzywania przez nich wiedzy mate-
matycznej wskazuja na taka wlasnie codzienno$¢ nauczania matematyki w klasach najmtodszych. Por.
M. Dabrowski (2009), Edukacyjna codziennosé klasy trzeciej. W: M. Dagiel, M. Zytko (red.), Badanie
umiejetnosci podstawowych uczniow trzecich klas szkoly podstawowej. Nauczyciele ksztalcenia zintegro-
wanego 2008 — wiele roznych swiatow? Warszawa, CKE; E. Gruszczyk-Kolczynska, O dzieciach mate-
matycznie uzdolnionych. Ksigzka dla rodzicow i nauczycieli.
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sekwencji moze prowadzi¢ do swego rodzaju matematycznego analfabetyzmu funkcjo-
nalnego (Klus-Stanska, Nowicka 2005: 107). Temu nauczycielsko-metodycznemu po-
dej$ciu towarzyszy przekonanie, ze dziatania dziecka nie moga polega¢ na intuicyjnym
szukaniu samodzielnie tworzonych strategii i rozwigzan, poniewaz wprowadza to chaos
poznawczy, nad ktérym nie potrafi ono zapanowac. Bezpieczniejsza wydaje si¢ w tym
kontekscie droga wypetniania w tym samym czasie, przez wszystkich, uczniow takich
samych (najczesciej odtworczych) zadan z kart pracy. Nauczyciel ma wowczas ztudne
poczucie kontroli nad tym, czego uczg si¢ dzieci. Tymczasem J. Bruner twierdzi, ze
mozliwo$¢ intuicyjnego uchwycenia podstawowych poje¢ z matematyki ujawnia si¢ juz
u dzieci rozumujacych na poziomie operacji konkretnych i takie doswiadczenia sg nie-
zbedne do budowania rozumienia zaawansowanych intelektualnie sposobow myslenia
matematycznego (por. J. Bruner 1987: 685 i dalsze). Nacisk na dokonywanie odkry¢
w uczeniu si¢ sklania osobe¢ uczaca si¢ do okreslonego organizowania tych danych,
z ktorymi sie¢ spotyka tak, aby mozna byto z nich tatwiej skorzystac przy rozwigzywaniu
problemu (Bruner 1978: 669). Jak dalej podkresla, juz male dzieci sag w stanie zrozu-
mie¢ skomplikowane koncepcje matematyczne, jesli beda one podane w odpowiedni
sposéb, ale — co kluczowe — ,,cztowiek uczy si¢ roboczej heurystyki dokonywania od-
kry¢” jedynie poprzez ¢wiczenie w tym zakresie i nabywanie praktyki (Bruner 1978:
676). Zajmowanie si¢ problemami jest wigc warunkiem poglgbionego i refleksyjnego
rozumienia poje¢¢ matematycznych i §wiadomosci, czym jest matematyka i jakie znacze-
nie ma ona w otaczajacym $wiecie.

Ostatnie dziesigciolecia zmienity radykalnie podej$cie do matematyki jako nauki,
szczegoblnie odnosnie do jej spotecznego charakteru (Piotrowska 2008: 17 i dalsze). Nowe
spojrzenie dotyczy przede wszystkim poszerzenia granic znaczeniowych matematyki oraz
jej rekonceptualizacji. Dostrzega si¢ coraz cz¢sécie] wielowymiarowos$¢ interpretacyjna
dotyczaca na przyktad celow nauczania matematyki, wiedzy matematycznej czy sposobu
jej uzytkowania (Ernest za: Piotrowska 2008). Edukacja matematyczna obejmuje obecnie
nowe obszary, jak poszukiwania matematyki w wizualnym swiecie wokot nas (Makiewicz
2013) czy glebsze rozumienie jej zwigzkoéw z kulturowymi uwarunkowaniami poznawa-
nia oraz plcig (Kopciewicz 2012).

Wspotczesne koncepcje edukacji matematycznej w centrum zainteresowan umiesz-
czaja: fundamentalne znaczenie wczesnych do§wiadczen matematycznych (Gruszczyk-
-Kolczynska 2008), samodzielne konstruowanie poj¢¢ (Klus-Stanska 2000), rozwija-
nie u dzieci gotowosci do inicjowania, modyfikowania i nienasladowczego stosowania
zréznicowanych sposobow dziatania (Dixon 2005: 391; Mason, Burton, Stacey 2005;
Kapur, Toh 2013: 347-348). Podkresla si¢ znaczenie umiej¢tnosci samodzielnego two-
rzenia bardziej ekonomicznych strategii, uzywania i doskonalenia wlasnej argumenta-
¢ji, rozwijania krytycyzmu (Lockhart 2009: 43), a takze rol¢ warunkow do oddolnego
wytwarzania i rozwijania pomyslow oraz niekierowanego korygowania mylnych kon-
cepcji (Boaler 2016: 11 i dalsze; Lu, Bridges, Hmelo-Silver 2014: 298; Gopnik, Melt-
zoff, Kuhl 2004: 34). Zgromadzono liczne dowody empiryczne na znaczenie manipulo-
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wania przedmiotami jako istotnej podstawy i charakterystyki rozumienia poj¢¢ i relacji
matematycznych (Wood 2006: 245; Mason, Burton, Stacey 2005: 151 i dalsze). Juz
J. Piaget jako warunek rozwijania myslenia (w tym my$lenia matematycznego), wska-
zywal konieczno$¢ manipulowania przedmiotami (Piaget 2006), a wedlug J. Brunera
uczenie si¢ matematyki nalezy zaczyna¢ od dziatan instrumentalnych (Bruner 1978:
716). Nadano rowniez wysoki status poznawczy umiejetnosci samodzielnego dostrze-
gania i odkrywania regularnosci, stanowigcych istot¢ poje¢ matematycznych (Goralski
2013: 20). Danych, ktore sa zrodtem waznych, nowych rekomendacji psychologicz-
nych, dostarczaja zardwno koncepcje i badania z obszaru konstruktywizmu rozwojowe-
go, o piagetowskiej proweniencji, jak i konstruktywizmu socjokulturowego L.S. Wy-
gotskiego. Wczesnoszkolna edukacja matematyczna moze by¢ wtasnie miejscem takich
aktywnosci, a okreslony sposob zajmowania si¢ matematyka w najmlodszych klasach
buduje w umysle umiejetnos$¢ tworczego uzywania matematyki nie tylko w szkole, ale
i poza nig.

Potocznie przyjmuje si¢ jednak, ze dzieciom trzeba najpierw powiedzie¢, jak maja
sobie radzi¢ z zadaniem, a odkrycia sg zarezerwowane dla najzdolniejszych uczniéw. Na-
wet opracowana w Polsce juz kilkadziesiat lat temu przez Z. Krygowska czynnosciowa
metoda nauczania matematyki, ktora zdaniem H. Siwek ,,realizuje podejscie konstrukty-
wistyczne” (Siwek 2005: 45), nie przyjeta sic w potocznym mysleniu o nauczaniu weze-
snoszkolnym.

Przytaczajac si¢ do dyskusji nad mozliwo$cig uruchamiania we wcezesnej edukacji ma-
tematycznej aktywnosci badawczej uczniow i doswiadczaniem matematyki, przedstawie
fragment prowadzonych przeze mnie badan.

Metoda badan

Pod wzglgdem semantycznym pojecie doSwiadczenia pozostaje w bliskim zwigzku
znaczeniowym z eksperymentem, poniewaz jego tres¢ i zakres odwotuja si¢ do wiado-
mosci 1 umiejetnosci zdobytych przez obserwacje, uczestnictwo, aktywnos¢, przezycie
emocjonalne, ale tez ingerowanie w rzeczywistos¢. Wszystkie te dzialania musza by¢
integralnie zwigzane z samodzielno$cig ucznia i nie sg tozsame z obserwowaniem po-
kazu nauczyciela (Semadeni 2016: 5). Matematyczng aktywno$¢ badawcza ucznia bedg
tu wigc rozumie¢ jako jego intuicyjnie prowadzone obserwacje okreslonych zmian
obiektow matematycznych w celu odkrycia i glgbszego rozumienia relacji i struktur
matematycznych. Niezbednymi aspektami tej dziatalno$ci sga: samodzielno$¢ manipu-
lacji, obserwacji i konstruowania wnioskéw oraz §wiadomos$¢ celu poznawczego. Ina-
czej mowiac, dziatanie ucznia wedtug kolejnych szczegdtowych polecen nauczyciela,
nawet jesli kieruje go do wiedzy wczeéniej mu nieznanej, nie jest w tym ujeciu aktyw-
noscig badawcza.

W celu rozpoznania sposobéw prowadzenia wczesnej matematycznej aktywnos$ci
badawczej przebadano probe 113 uczniow klas drugich i trzecich. Jako préba ingeren-
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cji w praktyke pedagogiczng zostata tu zastosowana metoda badan w dziataniu (Kruger
2007). Celem byto sprawdzenie, w jaki sposob uczniowie beda podejmowac samodzielng
aktywnos$¢ poznawcza nad nowym problemem matematycznym oraz jakie umiejetnosci
poznawcze moga rozwija¢ podczas sprowokowanych prob szukania i odkrywania prawi-
dlowosci matematycznych. Zgromadzony materiat zostat poddany analizie w celu identy-
fikacji glownych charakterystyk mys$lenia matematycznego wskazywanych w konstrukty-
wizmie. Nizej przedstawiam niektore wyniki i konkluzje.

W artykule do analizy wykorzystam tylko dwa zadania z dwunastu proponowanych
uczniom. Ta decyzja wynika z wymaganych rozmiaréw tekstu, ale przede wszystkim
z okres$lonej struktury tych zadan przedstawionej w postaci karty pracy z rysunkiem ta-
beli. Chciatam z ich pomoca pokaza¢, jak wiele informacji o mysleniu dziecka i jego
probach rozumienia matematyki mozna uzyskac juz na podstawie tak matej liczby nie-
standardowo skonstruowanych zadan. Po drugie, pokazuje, jakim owocnym edukacyjnie
wyzwaniem jest kazda tego typu trudno$¢ poznawcza. Pod tymi wzgledami to sytuacja
zupetnie odmienna od tej, ktéra ma miejsce, gdy uczniowie rozwigzuja zadania typowe,
ktére powszechnie uwaza si¢ za jedyne dostepne mtodszym uczniom. To jeden z dowo-
déw na nietrafno$¢ potocznych, wiecej niz ,,skromnych” wyobrazen na temat intelek-
tualnego i badawczego potencjatu dzieci, ktory — jak tu si¢ okazuje — wyzwala si¢ przy
najprostszych okazjach, jesli tylko je stworzymy.

Co, jak i po co ma bada¢ uczen na matematyce w klasach poczatkowych —
wyniki badan

Kategorie, ktore najsilniej uwidocznialy si¢ w strategiach uczniowskich to: intuicja, eko-
nomia mys$lenia matematycznego, jezyk matematyki i mowa eksploracyjna, manipulacja
przedmiotami.

Intuicja

Doswiadczanie matematycznej aktywnosci badawczej zwigzane jest z mys$leniem induk-
cyjnym i odkrywaniem regularnosci. W uczniowskich rozwiazaniach wyrazne jest uru-
chamianie takiego myslenia. Przyktad ponizszy z lewej pokazuje, jak uczen rozszerza
zauwazone przypadki na pozostate przykltady sprawdzanej relacji. Inny uczen dostrzegt
(przyktad po prawej) przede wszystkim zmiany w liczbach i taka regule opisat. Zauwazyt,
ze w pierwszej rubryce btedna hipoteza zaburzyta pojawianie si¢ tej samej liczby. Popraw-
na natomiast pozwala na wstawienie zawsze tej samej liczby.
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Stawianie hipotez jest czynno$cia integralnie zwigzang z procesem poréwnywania i do-
strzegania podobienstw i réznic. W proponowanych zadaniach uczniowie uruchamiali my-
$lenie hipotetyczne (domniemywanie) oraz wyraznie dostrzegali wage jego sprawdzenia.
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po 3 fasolki. 2 )~ f O ,
Do kazdej kupki dotoz 5 A )
po dwie fasolki. N 5 b U !
0Od kazdej kupki & >
odejmij po 4 fasolki. B < 0 G

Co zauwazylas/te§? Jak myslisz, dlfcze;o tak sie dzieje?
J i

() ) QQQJ?" ......................................

Podejmowanie prob badawczych pomaga ,,oswoi¢” pojawianie si¢ blednych przypusz-
czen i postrzegac je jako naturalne etapy radzenia sobie z problemem matematycznym,
a nie jako zjawiska niepozadane i naganne.

Nastepy przyktad pokazuje akceptacje btednych zatozen, ale roéwniez braku koncowej
odpowiedzi. Satysfakcja dla ucznia moze by¢ samo podejmowanie prob. Brak ostatecz-
nej odpowiedzi traci tu pejoratywny wydzwigk i przeciwdziata rozwijaniu negatywnych
zachowan wielu uczniow, ktorzy czgsto po przeczytaniu zadania mowig natychmiast z po-
czuciem porazki: nie umiem, poniewaz nie wiedza, jak dojs¢ do ostatecznego wyniku
liczbowego.
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- Wez kilka fasolek. Wykorzystaj je do uzupelnienia tabeli.

) Hipoteza Sprawdzenie |

Ile wynosi réznica Ile wynosi réznica
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Co zauwazylas/tes? Jak my$lisz, dlaczego tak si¢ dzieje?
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W przyktadach widoczna jest aktywnos$¢ polegajaca na hipotetyzowaniu i probach
weryfikowania tworzonych koncepcji. Umiejetnosci te sg istotne w tworzeniu warszta-
tu badawczego ucznia i rozwiazywania problemu: ,,Co by bylo gdyby?” w kontekstach
matematycznych. Dzigki temu staje si¢ mozliwa analiza zmian w danych i zauwazenie
ogolniejszej relacji.

Ekonomia myslenia matematycznego

Rozwdj myslenia matematycznego w duzej mierze polega na tworzeniu ekonomicz-
niejszych strategii postgpowania. Podczas matematycznej aktywnosci badawczej dzieci
wyraznie pojawialy si¢ tego rodzaju proby wykorzystania bardziej ,,0szczgdnego” i wy-
dajnego sposobu postepowania przez zastapienie rysunku fasolek zapisem cyfrowym ich
relacji.
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Wez kilka fasolek. Wykorzystaj je do uzupelnienia tabeli.

Hipoteza Sprawdzenie
Ile wynosi réznica Ile wynosi réznica
miedzy wigksza a migdzy wigksza a
mniejsza kupka? mniejsza kupka?
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odejmij po 4 fasolki. oove
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Tworzenie ekonomiczniejszych strategii jest w pewien sposob tozsame z uogdlnianiem
zauwazonych prawidlowoS$ci oraz umiejetnoscig zapisywania ich w uporzadkowany spo-
sob, ktory pomaga dostrzec regularnos¢ zmian. Dzieci w tym wieku nie dysponuja jeszcze
umiejetnoscia dokonywania uporzadkowanego zapisu, a przez proby zwiazane z wlasng
aktywnoscig badawczg ucza si¢ wykorzystywac rozne sposoby systematyzowania zapisu
informacji (na przyktad w postaci tabeli czy prostego wykresu). Zaproponowana struktura
zadania do prowadzenia aktywnosci badawczej pozwala uczniowi rozbudowywac zakres
takich umiejetnoscei.

Ekonomiczne strategie uczniow byly zwigzane z ich aktualnym poziomem myslenia
matematycznego. Niektorzy jedynie zauwazali i opisywali szczeg6lny przypadek ich wta-
snych prob, podczas gdy inni dostrzegali zalezno$ci uogdlnione w wyjasnieniu.
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Wez kilka fasolek. Wykorzystaj je do Uzupehnienia tabeli.
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Ta uczennica dostrzegta pewne relacje, ale przypisala je raczej wybranej liczbie fasolek

i nie jest pewne, czy mogtaby uogolni¢ to spostrzezenie. Jednak doswiadczanie samodziel-
nego manipulowania i zauwazania zmian na innych liczbach, bedzie umozliwialo w przy-
szto$ci przejscie na wyzszy poziom uogolnienia. W ponizszym przykladzie uczen opisuje
zauwazony fakt zwigkszania si¢ wiez, jeszcze stabo taczac go z réznicg migdzy nimi.
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Zbuduj dwie wieze. Jedna z 4 klockow i drugg z 3 klockéw.

O ile klockéw jedna wieza jest wigksza od drugiej?

N

_Hipoteza

Sprawdzenie

O ile wigcej klockéw
jest w jednej z wiez
niz w drugiej?

Sprawdz o ile wiecej
klockéw jest w jednej
z wiez niz w drugiej?

Do kazdej z wiez

dotéz po 4 klocki.

dotéz po 1 klocku. /1, 4
Do kazdej z wiez / /1
dot6z po 2 klocki. /] ‘
L J
Do kazdej z wiez / /]

Uogolnienie na wyzszym poziomie pokazuje kolejny przyktad, w ktérym uczen dru-

giej klasy dostrzegt regularno$¢ oderwana od konkretnego przyktadu liczbowego.
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Wez kilka fasolek. Wykorzystaj je do uzupelnienia tabeli. (¢ {R‘
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Hipoteza Sprawdzenie
1 Ile wynosi réznica Ile wynosi réznica
miedzy wicksza a miedzy wicksza a
mniejszg kupka? mniejsza kupka?
Podziel fasolki na dwie e /
rozne kupki. 5 L
|
Do kazdej kupki dot6z | |
po 3 fasolki. LT lT
Do kazdej kupki doféz
po dwie fasolki. L( {“Y
0Od kazdej kupki
odejmij po 4 fasolki. L{' [(,
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Kolejny uczen klasy drugiej demonstruje bardzo wysoki poziom uogdlnienia zauwa-
zonych regularnosci. Dostrzega ich poprawnos¢ w zakresie dwoch dziatan, cho¢ proces
badawczy obejmowat tylko dodawanie.
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Wez kitka fasolek. Wykorzystaj je do uzupelnienia tabeli. / / )

Hipoteza | Sprawdzenie |
Ik? wynosi réznica Ile wynosi réznica
miedzy wiekszg a migdzy wigksza a

mniejszg kupkg? mniejsza kupka?

Podziel fasolk“i na dwie \ )
rézne kupki. | )

A | !
Do kazdej kupki doléz [ v J p o
po 3 fasolki. l d ! v ]
v |
| {
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’ po dwie fasolki.

|
| |
Od kazdej kupki , i
odejmij po 4 fasolki. Y J 7 ’
S, B e |
2

Co zamwaZy%gg/@ Jak myslisz, dlaczego tak sie dzieje?
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szerzania strategii obliczania w pamigci wyniku odejmowania dwoch liczb z przekracza-
niem progu dziesiatkowego (na przyktad 81-57). Zamiast bowiem obcigzania pamigci
operacyjnej mozna wykorzysta¢ wiedze o fakcie braku wptywu jednakowych zmian od-
jemnej 1 odjemnika na réznice, czyli mozna wykonac znacznie prostsze dziatanie (w tym
wypadku 80-56).

Jezyk matematyki i mowa eksploracyjna

Tworzenie uzasadnien do zauwazonych prawidtowosci wymaga od ucznidow spontanicz-
nego uzywania jezyka matematyki. W potocznym ujeciu wezesnoszkolnej edukacji mate-
matycznej narzucanie terminologii przez nauczyciela jest konieczne do budowania jezyka
poje¢ matematycznych. Tymczasem, jak pokazuja badania zespotu pod kierunkiem E. Fili-
piak dzieci, ktore sa stymulowane do swobodnej aktywnosci jezykowej rozwijaty poczucie
kompetencji w formutowaniu wnioskow oraz umiejetnos¢ kierowania wtasnym mysleniem
podczas rozwiazywania problemow, rowniez matematycznych (Filipiak, Lemanska-Lewan-
dowska 2015). Ponizej pokazuj¢ przyklad proby sformutowania zauwazonej regularnosci
1 budowania nowej wiedzy i problemu przez ucznia klasy drugiej. Jego uzasadnienie uka-
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zuje rozumienie hipotetycznej sytuacji, w ktorej relacja wielkosci migdzy wiezami bedzie
odwrotna i kiedy moze si¢ to zdarzy¢. Uczen uzywa potocznej narracji do opisania matema-
tycznego zjawiska zmian relacji wigkszosci/mniejszosci miedzy wiezami.

Zbuduj dwie wieze. Jedna z 4 klockéw i druga z 3 klockéw.

O ile klockow jedna wieza jest wigksza od drugiej?

4

. Hipoteza Sprawdzenie
O ile wigcej klockéw | Sprawdz o ile wigcej
jestw jednej z wiez | klockéw jest w jednej
niz w drugiej? z wiez niz w drugiej?

| Do kazdej z wiez
dot6z po 1 klocku. "1 /}

Do kazdej z wiez
dot6z po 2 klocki. '/}

dot6z po 4 klocki.

Do kazdej z wiez 1 /l

Co zauwazylas/te$?
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Na ,,codziennych” lekcjach brakuje okazji do swobodnego uruchamiania jezyka wobec
matematycznych zadan i zdarzen (Dabrowski 2009b). Za to podczas badah matematycz-
nych jest okazja do rozwijania mowy eksploracyjnej (Barnes 1988), zwanej ,,méwieniem
dla uczenia si¢” (Hodges 1993). Uruchamia si¢ ona w pracy w matych grupach w obliczu
nieznanych wcze$niej sytuacji matematycznych. Wtasnie wtedy uczen uzywa jezyka do
samodzielnego nadawania znaczen, a nie powtarzania stéw nauczyciela. Konstruowane
w ten sposdb matematyczne pojgcia sa nastgpnie rozwijane i precyzowane, a dzigki do-
$wiadczeniom ze stosowaniem uczniowskiego jezyka potocznego, maja silng podstawe
dla dalszego ewoluowania w kierunku poglebionych poje¢ naukowych. W ten sposob ,,[z]
najomos¢ znaczenia stowa wzrasta, podlega rozwojowi i zmianie” (Donaldson 1986: 94).
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Manipulacja przedmiotami
Chociaz w klasach poczatkowych mozliwe jest badanie relacji miedzy liczbami w postaci
symboli, jednak prowadzenie badan matematycznych powinno by¢ zwiagzane z uzywaniem
przedmiotow. Ich wykorzystywanie musi by¢ naturalnym poczatkiem procesu budowania
kazdego z narz¢dzi myslenia matematycznego. Niestety, z badan umiejetnosei dzieci w kla-
sach poczatkowych wynika, ze najmtodsi uczniowie nie uzywaja spontanicznie przedmio-
tow 1 innych narzedzi pomagajacych dostrzec zalezno$ci (Dgbrowski 2009), a im sg starsi,
tym mniej chetnie si¢gaja po nie. Dzieje si¢ tak, poniewaz kultura nauczania w polskiej
szkole nie zachgca do ich uzywania. Od dzieci oczekuje si¢, ze poprzestana na wypelnia-
niu zeszytow ¢wiczen i zliczaniu zamieszczonych tam statycznych obrazkow, co J. Piaget
nazwat werbalizmem obrazkowym (Piaget 1977), a na gruncie polskim E. Gruszczyk-Kol-
czynska opisala jako ,,papierowa edukacj¢” (Gruszczyk-Kolczynska 1994). Nawet korzy-
stanie z zawsze dostepnych palcow jest przez niektérych nauczycieli wreez zakazywane.
Tymczasem mozliwo$¢ uzywania przez dzieci palcow do liczenia wptywa na lepsze efekty
matematyczne w latach pozniejszych, a powstrzymywanie dzieci przed uzywaniem palcow
jest porownywalne do hamowania ich rozwoju matematycznego (Berteletti, Booth 2015).
Inicjonowanie przez nauczyciela, ale samodzielne prowadzenie doswiadczen matematycz-
nych, co dobrze odpowiada koncepcji przechodzenia do strefy najblizszego rozwoju (Wy-
gotski 1971), moze przeciwdziala¢ tym niekorzystnym poznawczo tendencjom i stymulo-
wac¢ odkrywanie znaczenia przedmiotéw dla budowania pojg¢ matematycznych.

Ponizej przyktad mozliwo$ci manipulowania klockami przydatnego do zauwazenia
okreslonego efektu.

i . '»" NN
Wez kilka fasolek. Wykorzystaj je do uzupehienia tabeli.
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Obserwacja takich zmian jest fundamentalnym elementem konstruowania poje¢ mate-
matycznych, a na pézniejszych etapach edukacji mozliwo$¢ wyobrazenia sobie manipulacji
pomaga rozumie¢ sytuacje problemowe. Samodzielne esperymentownie z obiektami i od-
krywanie w ten sposob prawidtowosci daje tez szanse doswiadczania mocy sprawczej (Trze-
binski 1981), gdy dziecko jest przekonane, ze poradzi sobie z trudnoscia, nawet jesli nie od
razu wie, jak to zrobi¢. Ponizej przyktad satysfakcji i zadowolenia poznawczego ucznia.

Co zauwazytad/te§?
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Podsumowanie z nadzieja w tle

Whbrew potocznej wizji wezesnoszkolnej edukacji matematycznej, naukowe odkrycia do-
strzegaja mozliwosci dziatania najmlodszych ucznidéw jako samodzielnych badaczy rela-
cji matematycznych. Uczen, ktory do§wiadcza aktywno$ci badawczej i na podstawie tych
doswiadczen wypehnia karte pracy, ma okazje do uczenia si¢, ze nie jest ona celem samym
w sobie, ale jedynie pomoca porzadkujaca proces myslenia. Poza tym inicjowany i pod-
trzymywany przez dziecko proces badawczy zacheca do siggania po przedmioty, wskazu-
je na ich uzytkowos¢ dla uczenia si¢ matematyki i rozwigzywania probleméw przez ich
konkretyzacje i obrazowanie. To korzysci intelektualne znaczace, ale nie jedyne. Cwicza
tez bowiem standardowe sprawnosci, a to oznacza, ze aktywno$¢ badawcza nie tylko nie
przeszkadza zdobywaniu podstawowej, oczekiwanej przez program, sprawnosci rachun-
kowej, ale ja poszerza o dodatkowe kompetencje.

Kolejnym celem edukacyjnym osigganym przy okazji wypetniania proponowanych kart
pracy jest rozwijanie umiejetnosci gromadzenia danych i ich analizowania. Wypelnianie ta-
kich kart pracy nie przypomina infantylnych obliczen z niskiego zakresu liczbowego, ktore
powszechnie traktuje si¢ jako najbardziej odpowiednie dla mtodszych uczniow, ale staje si¢
impulsem dla podjecia znaczacego wysitku intelektualnego. Matematyczna aktywnos$¢ ba-
dawcza uczniéw najmtodszych jest istotna dla konstruowania modelu umyshu otwartego na
dostrzeganie prawidlowosci, uczacego si¢ postepowania wedlug pewnego systematycznego
porzadku oraz stawiania pytan i dyskutowania (rowniez z samym sobg). Badania matema-
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tyczne moga zaistnie¢ przede wszystkim w sytuacji, gdy sprawdzane sa relacje i tworzone
ich uogdlnienia, dzieki rozpoznawaniu szczegdétowych przypadkoéw. Umiejetnose rozwigzy-
wania problemow nie rozwija si¢ przez ¢wiczenie wielu algorytméw, ale dzigki do§wiadcza-
niu sytuacji nowych i tworzeniu strategii radzenia sobie z nimi. W tym sensie dzieci moga
,,socjalizowa¢ umyst” do okreslonej aktywnosci poznawcze;.

Matematyczna edukacja wczesnoszkolna nie moze by¢ rozumiana jednowymiarowo,
jako wprowadzenie podstawowych tresci, na ktorych bazowac bgda w przysztosci rozwi-
jajace sie kompetencje poznawcze, ale powinna od pierwszych dni szkolnej edukacji staé
si¢ polem dziecigcych dos§wiadczen poznawczych wspierajacych kompetencje myslenia
samodzielnego, plastycznego, tworczego. Jedng z aktywnosci odpowiadajaca temu celowi
moze by¢ samodzielne badanie relacji miedzy obiektami matematycznymi przez najmtod-
szych uczniow.
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