PROBLEMY WCZESNEJ EDUKACIJI / ISSUES IN EARLY EDUCATION ISSN 1734-1582
2(33)/2016 e-ISSN 2451-2230

Monika Czajkowska
Akademia Pedagogiki Specjalnej im. Marii Grzegorzewskiej w Warszawie
mczajkowska@aps.edu.pl

Beata Bugajska-Jaszczolt
Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach
beata@ujk.edu.pl

Jak nauczyciele i uczniowie rozwiazuja zadania matematyczne,
czyli o poprawnych i niepoprawnych rozumowaniach

Summary

How teachers and students solve mathematical problems,
or on correct and incorrect reasoning

The teaching and learning of mathematics is done mainly by solving specially selected tasks. The
most significant are those which contribute to the development of mathematical reasoning in stu-
dents. In this paper, we present the results of the research carried out to check the extent to which
students’ and teachers’ reasoning (correct and incorrect) coincide with each other. The obtained
results indicate that certain incorrect strategies are so common to students and teachers that we can
talk about a kind of pedagogical inheritance. Probably, some teachers teach in the same way as they
were taught, unconsciously pushing their students to the path of faulty solutions.

Stowa kluczowe: edukacja matematyczna, rozumowanie, strategie rozwigzywania zadan
matematycznych, kompetencje nauczycieli

Key words: maths education, reasoning, strategies of solving mathematical problems,
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Kompetencje matematyczne nauczycieli klas poczatkowych

Powszechnie wiadomo, Ze w procesie nauczania i uczenia si¢ istotne sg kompetencje na-
uczyciela, ale nadal otwarte jest pytanie o to, jakie umiejetnosci nauczyciela zajmujacego
si¢ edukacja matematyczng maja najwickszy wptyw na efektywno$§¢ nauczania. Wérod
naukowcow nie ma bowiem w tej kwestii petnej zgodnos$ci (Czajkowska 2013: 73). Z do-
tychczasowych ustalen wynika, ze migdzy kompetencjami matematycznymi a dydaktycz-
nymi nauczyciela istnieje silna zalezno$¢ (Krauss i in. 2008: 722—723; Baumert i in. 2010:
166). Jednak, jak uwaza wigkszos¢ badaczy, to wiedza przedmiotowa nauczyciela jest
fundamentem i warunkiem koniecznym skutecznego nauczania. Nie jest mozliwe, aby
nauczyciel, ktory sam nie posiada wiadomosci i umiejetnosci matematycznych na od-
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powiednim poziomie, mégl pomde uczniom w ich zrozumieniu i opanowaniu (Ball i in.
2008: 404; Baumert i in. 2010: 163). Kompetencje matematyczne wspierajg rozwoj kom-
petencji dydaktycznych, jednak wysokie kompetencje dydaktyczne nie mogg zrownowa-
zy¢ brakéw w kompetencjach matematycznych (Krauss i in. 2008: 722—724; Baumert i in.
2010: 166). Nauczyciele, posiadajacy gleboka wiedze i umiejetnos$ci matematyczne lepiej
dostrzegaja powigzania migdzy treSciami i dobieraja materiat nauczania pod katem reali-
zacji stawianych celéw edukacyjnych. Natomiast deficyty w wiedzy i umiej¢tnos$ciach
matematycznych nauczycieli moga hamowac rozwdj ich umiejetnosci dydaktycznych
(Baumertiin. 2010: 167). Z drugiej strony posiadanie rozleglej wiedzy matematycznej nie
jest gwarantem, ze nauczyciel potrafi prawidlowo organizowa¢ proces nauczania. Istotne
jest, jak korzysta z tej wiedzy i czy rozumie jej sens. Bogactwo zabiegéw dydaktycznych
1 sposobow wyjasniania r6znych tresci matematycznych w duzym stopniu zalezy od tego,
jak gleboko i szeroko zna je sam nauczyciel (Hill i in. 2004: 27). To wtasnie kompetencje
dydaktyczne majg znaczacy wplyw na osiagnigcia uczniow (Baumert i in. 2010: 166).
Z kolei Davis (2011: 1506—-1507) uwaza, ze najwigckszy wpltyw na jakos$¢ nauczania maja
predyspozycje do wykonywania zawodu nauczyciela matematyki i talent pedagogiczny.
Jego zdaniem nauczyciele o wysokich kompetencjach dydaktycznych korzystaja ze spe-
cjalistycznej wiedzy, nie zawsze dostgpnej ich §wiadomosci (facit knowledge). Dzigki niej
potrafig udziela¢ uczniom witasciwego wsparcia. Umiejgtnie przedstawiajg treSci matema-
tyczne, stosujg analogie, metafory, postuguja si¢ jezykiem (mowionym, symbolicznym,
graficznym) dostosowanym do poziomu rozwojowego i mozliwosci uczniéw, dobieraja
przyktady ukazujace praktyczne wykorzystanie matematyki.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla wlasciwej organizacji procesu nauczania ma-
tematyki nauczyciel edukacji wezesnoszkolnej powinien by¢ dobrze przygotowany pod
wzgledem merytorycznym (na odpowiednim poziomie zna¢ matematyke i jg rozumiec,
nie popetniaé btedow rzeczowych) i dydaktycznym (umie¢ organizowaé proces nauczania
zgodnie z postawionymi celami nauczania, z zasadami psychologicznymi i znajomos$cia
mozliwo$ci swoich uczniow, wlasciwie ocenia¢ uczniowskie rozwigzania zadan, zwilasz-
cza nieschematyczne i nietypowe, przewidywac typowe bledy uczniowskie). Jednak ba-
dania kompetencyjne polskich studentéw oraz czynnych nauczycieli klas 1-3 obnazyty
ich braki w podstawowej wiedzy matematycznej oraz niski poziom umiej¢tnosci dydak-
tycznych. Polscy studenci uczestniczacy w badaniu TEDS-M 2008 uzyskali znacznie niz-
sze wyniki niz studenci z innych krajow (Czajkowska i in. 2010: 29-32; Czajkowska
2012: 66). Potrafili rozwigza¢ glownie zadania wymagajace wiedzy odtworczej (choc i tu
napotykali pewne trudnosci), natomiast nie radzili sobie w zadaniach nietypowych, w kto-
rych nalezato wyj$¢ poza znane sobie sposoby postgpowania. Studenci nie posiadali tez
odpowiednich umiejetnosci dydaktycznych, np. wielu z nich nie potrafito wyjasnié istoty
btedu uczniowskiego lub sporzadzi¢ rysunku utatwiajacego uczniowi zrozumienie btgdu
(Czajkowska 2012: 61, 67). Podobne wyniki uzyskaly Bugajska-Jaszczolt i Czajkowska
(2011) oraz Mrozek (2015), badajac umiejetnos$ci matematyczne i dydaktyczne studentow
kierunkéw pedagogicznych. Rozpoczecie pracy zawodowej nie zawsze likwiduje te bra-



Jak nauczyciele i uczniowie rozwigzuja zadania matematyczne. .. 195

ki. Z badan prowadzonych nad kompetencjami czynnych nauczycieli klas I-1II wynika,
ze s3 oni bardzo zréznicowani pod wzgledem wiedzy i umiejetnosci matematycznych
(Czajkowska i in. 2015: 11-18). Nasuwa si¢ zatem watpliwos¢, czy nauczyciele edukacji
wczesnoszkolnej potrafia dobra¢ zadania i wlasciwie zaprojektowaé metody pracy nad
nimi, aby realizowac¢ cele ogélne ksztalcenia matematycznego.

Zadania rozwijajace umiejetno$¢ prowadzenia rozumowan matematycznych

Edukacja matematyczna odbywa si¢ gtownie poprzez rozwigzywanie specjalnie dobra-
nych zadan. Szczegdlne znaczenie maja takie, ktore stuza rozwijaniu umiejetnosci pro-
wadzenia elementarnych rozumowan matematycznych oraz korzystania z podstawowych
narzgdzi matematyki do rozwigzywania problemow zycia codziennego i czysto matema-
tycznych. A zatem edukacja matematyczna nie powinna koncentrowac si¢ na wycwicze-
niu algorytmow, schematow, czy rozwigzaniu konkretnego zadania. Jej celem powinno
przede wszystkim by¢ rozwijanie tworczego podchodzenia do probleméw, odrzucanie
nieistotnych warunkow i uwzglednianie waznych z punktu widzenia rozwazanego zagad-
nienia, precyzyjne wyrazanie wtasnych mysli, argumentowanie i rozumienie argumenta-
cji innych, analizowanie danych, wyciaganie wnioskdw z przestanek (Dabrowski 2007,
2013; Gruszezyk-Kolczynska 2012; Klus-Stanska, Kalinowska 2004; Semadeni i in.
2015). Do zadan rozwijajacych umiejetnos¢ prowadzenia rozumowan matematycznych
naleza migdzy innymi takie, w ktorych sytuacja nie jest jednoznaczna i trzeba rozwazy¢
rézne mozliwosci, ktore zawieraja “putapke”, badz falszywie sugerujg niepoprawny sche-
mat postepowania, albo takie, ktére wymagaja szacowania wynikow.

Problem

Prowadzone przez nas obserwacje zajg¢ w klasach I-I1I oraz opisane w literaturze wyniki
badan dotyczacych edukacji matematycznej na poziomie klas poczatkowych (Dabrowski
2007, 2013; Gruszczyk-Kolczynska 1997, 2012; Klus-Stanska, Kalinowska 2004; Klus-
-Stanska, Nowicka 2005; Semadeni i in. 2015) byty przyczyna postawienia pytania o to,
jakie strategie rozwiazywania zadan rozwijajacych umiejetno$¢ prowadzenia rozumowan
preferowanych w matematyce stosuja uczniowie konczacy I etap edukacyjny, a jakie na-
uczyciele edukacji wezesnoszkolnej. Analiza udostgpnionych nam wytworow badanych
0sOb pozwolita wnioskowac o hipotetycznym przebiegu prowadzonego rozumowania;
ocenia¢ nie tylko jego efektywnos¢ i poprawnos$é, ale takze wskazywacé kluczowe ele-
menty tego procesu. Znajomo$¢ obieranych i preferowanych przez ucznidw sposobow
postepowania dostarczyta wiedzy na temat prawdopodobnych strategii dzialania nauczy-
ciela na lekcji. Interesowato nas tez to, w jakim stopniu nauczyciele, nie majac narzucone;j
metody, wykorzystuja narzgdzia matematyczne niedostepne dzieciom, a w jakim stosuja
takie strategie, ktore odpowiadajg poziomowi do§wiadczenia matematycznego uczniow
klas trzecich.
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Informacje o wykorzystanych badaniach

Do udzielenia odpowiedzi na te pytania zostaly wykorzystane czesciowe wyniki trzech
badan: Badania podstawowych umiejetnosci uczniow trzecich klas szkoly podstawowej
(i realizowanego w jego ramach od 2011 r. Ogdlnopolskiego Badania Umiejetnosci Trze-
cioklasistow — OBUT)!, Szkoly samodzielnego myslenia (SSM) oraz Badania potrzeb
nauczycieli edukacji wczesnoszkolnej i nauczycieli matematyki w zakresie rozwoju za-
wodowego (BPN). Za realizacj¢ pierwszego z nich odpowiadata Centralna Komisja Eg-
zaminacyjna (w latach 2005-2012), a nastgpnie Instytut Badan Edukacyjnych (w latach
2012-2014). Dwa pozostale zostaty przeprowadzone przez Instytut Badan Edukacyjnych
w ramach projektu Entuzjasci Edukacji?, odpowiednio w latach: 2011-2012 oraz 2012—
2014. Wszystkie badania obejmowaty duze grupy respondentdw, wybrane w sposéb lo-
sowy (z wyjatkiem badania OBUT, w ktérym udziat byt powszechny i dobrowolny). Po-
niewaz badanie podstawowych umiejetnosci uczniow trzecich klas szkoly podstawowej
byto przeprowadzane w maju i czerwcu, a badanie SSM we wrzesniu, wigc przyjetysmy,
ze uczniowie uczestniczacy w obu badaniach powinni posiada¢ zblizony poziom wiedzy
i umiejetnosci. Analizy prowadzitySmy na podstawie raportow i publikacji z tych badan
(Dabrowski 2007, 2009, 2011, 2013; Murawska, Zytko 2012; Pregler, Wiatrak 2011, 2012;
Nowakowska i in. 2013; Biatek i in. 2013; Czajkowska i in 2015) oraz dostgpnych, dzieki
IBE, wynikéw badan SSM i BPN. W przypadku przytaczania informacji zaczerpnigtych
z raportéw 1 publikacji podajemy zrodto ich pochodzenia. Jednak niektore z przedstawio-
nych w tym artykule wynikow badan SSM i BPN nie byty wczesniej nigdzie opisane, a ich
interpretacje sg skutkiem naszych przemyslen i refleksji.

Ze wzgledu na ograniczone ramy tego artykutlu skupimy si¢ jedynie na analizie roz-
wigzan dwoch typdw zadan sprzyjajacych rozwojowi umiej¢tnosci prowadzenia rozumo-
wan preferowanych w matematyce.

Analiza rozwiazan zadan wymagajacych dostrzegania zaleznoSci

W latach 2008, 2010 1 2013 w badaniu podstawowych umiejetnosci uczniow trzecich
klas szkoly podstawowej uzyto odpowiednio nastepujacych zadan:

1. Wzdtuz drogi, przy ktorej mieszka Kamil, posadzono 13 mtodych drzewek. Drzew-
ka sadzono co 10 metrow. Pierwsze drzewko posadzono na poczqtku drogi, a ostat-
nie na jej koncu. Jakg diugos¢ ma ta droga? (Dabrowski 2009: 124; Dabrowski
2013: 62).

' Badanie podstawowych umiejetnosci uczniéw trzecich klas szkoly podstawowej i prowadzone w jego
ramach Ogdlnopolskie Badanie Umiejetnosci Trzecioklasistow wspotfinansowane byto ze srodkow Eu-
ropejskiego Funduszu Spotecznego — Program Operacyjny Kapitat Ludzki, Priorytet 11 Wysoka jakosé
systemu oswiaty, Dzialanie 3.2 Rozwdj systemu egzaminow zewnetrznych.

2 Entuzjasci Edukacji to projekt realizowany w ramach projektu systemowego Badanie jakosci i efek-
tywnosci edukacji oraz instytucjonalizacja zaplecza badawczego, finansowany ze srodkéw Europejskiego
Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki, Priorytet III: Wysoka jakosé¢
systemu oswiaty, Poddziatanie 3.1.1 Tworzenie warunkow i narzedzi do monitorowania, ewaluacji i badan
systemu oswiaty.
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2. Wzdluz drogi, przy ktorej mieszka Kamil, posadzono co 10 metrow drzewka. Pierw-
sze drzewko posadzono na poczqtku drogi, a ostatnie na jej koncu. Droga ma 130
metrow diugosci. Ile drzewek posadzono? (Dabrowski 2013: 62).

3. Stolarz zamontowatl w szafie szes¢ pionowych przegrod. Na ile czesci podzielil
wnetrze szafy? (Nowakowska i in. 2013: 42).

Natomiast w badaniu BPN (Czajkowska i in. 2015: 14) wystapito zadanie:

4. Wstgzka ma dlugos¢ 20 cm. Nalezy pocigé jg na kawalki, z ktorych kazdy bedzie
mial diugos¢ 2 cm. Ile cigé nalezy wykonac?

Zadania te wymagaja umiejetnosci dostrzegania zaleznosci — rozwigzujacy musi zauwa-
zy¢ zwiazek pomiedzy liczba drzew a liczba ,,odcinkéw drogi” (zadanie 1 i 2), liczba
przegrdd a liczba czgsci, na ktore szafa zostala podzielona (zadanie 3) lub liczba kawat-
kow wstazki 1 liczba cigé (zadanie 4). Do ich rozwigzania nie jest konieczne postuzenie si¢
rachunkiem — wystarczy np. odwota¢ si¢ do doswiadczenia zyciowego, wyobrazi¢ sobie
opisang sytuacje, wykona¢ odpowiednie gesty reka w powietrzu lub sporzadzi¢ rysunek
i policzy¢ w mys$li lub na rysunku liczbe drzew, cz¢sci szafy, czy cig¢ wstazki. Nalezy tez
zauwazy¢, ze ostatnie zadanie moze mie¢ rozne rozwigzania — przy zatozeniu, ze wstazke
mozna zgina¢, przy odpowiednim jej zlozeniu wystarczy wykona¢ jedno cigcie; w prze-
ciwnym przypadku — trzeba zrobi¢ 9 cigé. Pomimo ze zaprezentowane wyzej zadania roz-
nig si¢ kontekstem, to jednak (przyjmujac, ze wstazka w zadaniu 4 nie moze by¢ sktadana)
ich rozwigzanie wymaga stosowania podobnych podejs$¢ heurystycznych.

W toku rozwigzywania powyzszych zadan niektorzy trzecioklasisci wykonywali ry-
sunek — niekiedy konkretny, przedmiotowy — pracowicie rysujac droge i drzewka lub
szaf¢ z przegrodkami, innym razem schematyczny, symboliczny (Dabrowski 2009: 131;
Dabrowski 2013: 68; Nowakowska i in. 2013: 42). Czgsto to, co bylo przedstawione na
rysunku, bylo rozwigzaniem zadania, jednak odpowiedz nie zawsze byta podana explicite
(Nowakowska 1 in. 2013: 43).

Cze$¢ ucznidw, oprocz rysunku lub bez jego wykonywania, zapisywala odpowiednio
dziatania typu: 13 — 1 =12, 12 - 10 = 120 (zadanie 1), 130 : 10 = 13, 13 + 1 = 14 (za-
danie 2) lub 1 + 6 = 7 (zadanie 3). Niekiedy, zwlaszcza w przypadku zadania 3, mozna
przypuszczac, ze uczniowie rozwigzywali zadanie w mysli, ale chcieli podac nie tylko
koncowy wynik, lecz takze zapisa¢ formute matematyczna. Mozliwe, ze jest to rezultat
ustalanych przez niektorych nauczycieli regul, zgodnie z ktorymi w rozwigzaniu zadania
matematycznego musi by¢ zapisane dzialanie matematyczne. Byty jednak i takie dzieci,
ktore podawaly jedynie odpowiedz.

W zadaniu 2 rysunek sporzadzito 1,8% uczniéw (Dabrowski 2013: 69), a w zada-
niu 3 — nieco ponad potowa (50,3%) badanych trzecioklasistow. W zadaniu 3 sposrod
tych trzecioklasistow, ktorzy sporzadzili rysunek poprawna odpowiedz podato ok. 69%,
a tych, ktorzy go nie wykonali — ok. 26,9% (Nowakowska i in. 2013: 21). Podsumowujac,
zadanie 1 poprawnie rozwigzato 5,3% uczniow (Dabrowski 2013: 63), zadanie 2 — 3%
(Murawska, Wiatrak 2012: 100; Dabrowski 2013: 63), a zadanie 3 —45,6% (Nowakowska
iin. 2013: 21).
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Wigkszo$¢ uczniow rozwiazata podane zadania btednie lub nie podjeta proby ich roz-
wigzania. W zadaniu 1 az 63,4% dzieci wykonato mnozenie 13 - 10, a 16,1% — dodawanie
lub odejmowanie (Dabrowski 2009: 130). W zadaniu 2 dzieci najczgsciej dzielity podane
liczby: 130 : 10 (56,3%), rzadziej mnozyty, dodawaty lub odejmowaty (16,6%) (Muraw-
ska, Wiatrak 2012: 107). W zadaniu 3. btgdna odpowiedz podato 44,9% trzecioklasistow,
a 9,6% opuscilo zadanie (Nowakowska i in. 2013: 21).

Podobne strategic stosowali nauczyciele w zadaniu 4. Tylko jedna z badanych osob
zauwazyla, ze zginajac odpowiednio wstazke mozna wykona¢ mniej niz 9 ci¢é. Pozostali
milczaco przyjeli, ze wstazka nie moze by¢ sktadana. Przy tym zalozeniu ok. 35% nauczy-
cieli przedstawito poprawne rozwigzanie rysunkowe i, podobnie jak w przypadku uczniow,
niektdre rysunki byty konkretne, a inne — schematyczne. Poprawne obliczenia (20 : 2 = 10,
10 — 1 = 9) wykonato 22% badanych. Nieco mniej niz 1% nauczycieli wykonato rysunek
i obliczenia, a ok. 8% podato tylko odpowiedz, bez Zadnego uzasadnienia. Niepokojace
jest to, ponad 1/4 badanych popetnita typowy, rowniez dla dzieci btad, wykonujac jedynie
dzielenie 20 : 2 =10 i podajac ten iloraz jako odpowiedz. Niektdrzy nie zauwazyli go nawet
wtedy, gdy poproszeni o zaplanowanie i przedstawienie sposobu pracy z uczniami nad tym
zadaniem, sporzadzili wiasciwy rysunek i wyraznie zaznaczyli na nim miejsca cie¢ wstaz-
ki (podobne zachowania, tzn. podanie biednej odpowiedzi pomimo poprawnego rysunku,
zostaly zaobserwowane réwniez u czes$ci uczniow w badaniu podstawowych umiejetnosci
uczniow trzecich klas szkoly podstawowej 1 opisane w pracy (Dabrowski 2013: 76). Byli tez
tacy nauczyciele, ktorzy po zauwazeniu sprzecznosci miedzy wynikami uzyskanymi z ob-
liczen i z rysunku, starali si¢ dopasowa¢ dziatanie do policzonej z ilustracji liczby cigc,
np. jeden z badanych oznaczyt kolejnymi liczbami konce odcinkéw symbolizujacych ciecia
inapisal: 18 : 2 =9. Swiadczy¢ to moze o tym, Ze znat wynik, ale nie wiedziat jak go uzyskac
z uzyciem odpowiedniej formuty matematycznej i dazyt do “dopasowania” dziatania do
wyniku. Ostatecznie, w tym zadaniu btedng odpowiedz podato 31,9% nauczycieli.

W tabeli 1. przedstawiamy procentowe zestawienie odsetkow poprawnych i btgdnych
odpowiedzi przyktadowo w zadaniach 3. i 4.

Tabela 1. Zestawienie odsetkow poprawnych i btednych odpowiedzi podanych przez uczniéw w za-
daniu 3 i nauczycieli w zadaniu 4

Odsetek poprawnych rozwigzan Odsetek Odsetek oséb,
Badanie zawierajacych bez rysunku blt;d{lych, ktore opu.scﬂy
rysunek rozwiazan zadanie
OBUT 2013 34,8% 10,8% 44.9% 9,6%
BPN 35,9% 29,8% 31,9% 2,4%

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie publikacji (Nowakowska i in. 2013: 21) oraz danych z badania BPN.

Z analizy uczniowskich lub nauczycielskich rozwigzan zadan wynika, ze uczniowie
i nauczyciele stosuja podobne strategie i popelniaja podobne btedy. Wielu nauczycieli
przedstawiato poprawne rozwigzanie rysunkowe. Mozna wigc przypuszczac, ze w ten
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sposob pracuja ze swoimi uczniami, ktadac nacisk na uchwycenie sensu opisanej sytuacji
i prowadzone przez ucznid6w rozumowania, a nie na formalny zapis rozwigzania. Spora
grupa nauczycieli podata poprawne rozwigzanie bez uzycia rysunku. Niektorzy z nich
ograniczyli si¢ nawet do podania jedynie wyniku koncowego. Prawdopodobnie «widzieli
oni w mysli» opisang sytuacje, wyrazili ja gestem reki lub wezesniej rozwigzywali zada-
nia izomorficzne (w sensie adekwatnego modelu matematycznego) do prezentowanych
w tym artykule i znali schemat postepowania w tego typu zadaniach. Bardzo niepokojace
jest natomiast to, ze ok. 1/3 badanych nauczycieli edukacji wezesnoszkolnej nie poradzita
sobie z rozwigzaniem zadania 4. Z 31,9% osob, ktore rozwigzaly je blednie, az 82,3%
wykonato dzielenie liczb wystepujacych w tekscie i jako odpowiedz podato liczbe 10.
To moze w pewnym stopniu wyjasnia¢ duzy odsetek btgdnych uczniowskich rozwigzan
w tego typu zadaniach, a zwlaszcza wykonywania dzielenia w zadaniu 2.

Analiza rozwiazan zadania zloZonego, wymagajacego wykonania kilku krokéw

W badaniach SSM i BPN wystgpito to samo zadanie ztozone: Filizanka z talerzykiem
kosztujq razem 28 zI. Filizanka jest drozsza od talerzyka o 8 zi. lle kosztuje filizanka?
Przedstaw swoje rozumowanie.

Tego typu zadania sprzyjaja rozwojowi myslenia matematycznego, dlatego istotne
jest, aby pojawiaty si¢ juz na pierwszym etapie edukacyjnym. Jednak wymagaja od na-
uczyciela zastosowania przemys$lanego zestawu Srodkow dydaktycznych i odpowiedniej
metodyki pracy nad nimi.

Powyzsze zadanie rozwiazywato 1836 czwartoklasistow (Biatek i in. 2013: 17)
1 254 nauczycieli klas I-III. Mozna je rozwigza¢ na kilka sposobow, ktore przedstawiamy
ponizej (Biatek i in. 2013: 94):

Sposoéb 1. Wykonujemy kolejno dziatania: 28 — 8 = 20 (podwojona cena talerzyka),

20 : 2 =10 (cena jednego talerzyka), 10 + 8 = 18 (cena filizanki).
Sposob 2. Wykonujemy kolejno dziatania: 28 + 8 = 36 (podwojona cena filizanki),
36 : 2 = 18 (cena filizanki).

Sposoéb 3. Wykonanie dzielenia: 28 : 2 = 14 i dodanie do wyniku potowy réznicy (4 zt).

Sposob 4. Zastosowanie metody prob i poprawek.

Sposob 5. Utozenie rownania (np. x + x — 8 = 28, gdzie x — cena filizanki) i rozwia-

zanie go.

Sposob 6. Utozenie uktadu rownan i rozwigzanie go.

Uczniowie musieli wypracowaé wlasng strategic rozwigzania tego zadania, natomiast
nauczyciele wykaza¢ si¢ umiej¢tnoscia modelowania matematycznego. Nauczyciele,
w przeciwienstwie do dzieci, zostali zapoznani z metodami rozwigzywania rownan i ukta-
dow rownan liniowych oraz mozliwoscig ich wykorzystania do rozwigzywania zadan
z kontekstem pozamatematycznym. Cze¢sto$¢ stosowania wymienionych sposoboéw roz-
wigzywania zadan przez ucznidow i nauczycieli, ktorzy podali prawidlowe rozwigzanie,
podano w tabeli 2.



200 Monika Czajkowska, Beata Bugajska-Jaszczolt

Tabela 2. Czgsto$¢ stosowania wymienionych sposobdw rozwigzywania zadan przez uczniow i na-
uczycieli, ktorzy podali prawidtowe rozwigzanie (w nawiasach podano odsetek badanych, gdy pod-
stawg obliczen sg wszyscy badani uczniowie lub nauczyciele)

SSM (uczniowie) BPN (nauczyciele)
Sposob 1. 56,4% (11,0%) 61,6% (44,9%)
Sposob 2. 1,1% (0,2%) 0,0% (0,0%)
Sposob 3. 11,1% (2,1%) 3,8% (2,8%)
Sposob 4. 31,4% (6,1%) 2,7% (2,0%)
Sposéb 5. 0,0% (0,0%) 22,7% (16,5%)
Sposoéb 6. 0,0% (0,0%) 8,6% (6,3%)

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie publikacji (Biafek i in. 2013: 95) oraz danych z badania BPN.

Zardéwno przez ucznidéw jak i nauczycieli, ktorzy z powodzeniem rozwigzali zadanie,
najchgtniej wybieranym byt sposéb 1. Uczniowie relatywnie czesto wybierali tez sposdb
4. Natomiast nauczyciele, co jest zupelie naturalne, wyposazeni w odpowiednie narzg-
dzia matematyczne (rownania lub uktady rownan) znacznie czgsciej korzystali z nich, niz
z metody prob i poprawek.

Na uwage zastuguja tez zaskakujace rdéznice w odsetkach obieralnosci sposobow 1
i 2. Pomimo, ze w obu przypadkach podejscie do rozwiazania jest podobne (w pierwszym
od sumy cen odejmujemy rdznice, aby otrzymac¢ podwojong ceng tanszego przedmiotu,
w drugim — dodajemy réznicg, aby otrzyma¢ podwojong cen¢ drozszego przedmiotu),
a ponadto rozwigzanie sposobem 1 wymaga wykonania trzech krokoéw, a sposobem 2 —
tylko dwoch, ponad potowa ucznidow i nauczycieli, ktorzy poprawnie rozwigzali to zada-
nie wybrata sposob 1, a tylko nieliczni uczniowie sposob 2.

Szczegdtowe informacje na temat kategorii rozwigzania zadania zamieszczono w ta-
beli 3.

Tabela 3. Kategorie rozwigzania zadania przez uczniow i nauczycieli

SSM (uczniowie) | BPN (nauczyciele)

Rozwigzanie poprawne 19,5% 72,8%
Zastosowanie poprawnej metody, jednak rozwigzanie

zawiera usterki (m.in. bledy rachunkowe, bledy 1,2% 5,1%

w zapisie lub niedokonczenie rozwiazania)

Podanie jedynie poprawnego wyniku 3.2% 4,7%
Rozwigzanie btgdne (zastosowanie blednej metody) 75,2% 14,2%
Opuszczenie zadania 0,9% 3,1%

Zrédho: Opracowanie wiasne na podstawie publikacji (Bialek i in. 2013: 95) oraz danych z badania BPN.

Poprawne rozwigzanie tego zadania podat co piaty uczen oraz prawie trzech z czterech
nauczycieli edukacji wezesnoszkolnej. Okoto 0,2% ucznidow i 1,2% nauczycieli zastoso-
walo poprawna metode, lecz popehnito btedy rachunkowe. Podobnie niewielkie sa odsetki
0s0b (odpowiednio 1% i 0,4%), ktore przedstawity rozwiazania wskazujace na poprawne
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rozumowanie, jednak w zapisie popehity btedy typu: 28 — 8 =20:2 =10+ 8 = 18. Okoto
3,5% nauczycieli wybrato poprawng metode, ale nie dokonczyto rozwigzywania zadania.

Najczestszym btedem popelnionym w obu badanych grupach bylo mechaniczne odej-
mowanie liczb wystgpujacych w tekscie zadania: 28 — 8 = 20. Popehilo go az 34,9%
uczniow i 8,1% nauczycieli edukacji wezesnoszkolne;.

Nauczyciele zostali tez poproszeni o zaplanowanie metodyki pracy nad tym zadaniem
z uczniami klasy III. Okoto 16% badanych zaproponowato poszukiwanie rozwigzania
z uzyciem konkretnych przedmiotow do manipulacji, przy czym 41% z nich (co stanowi
6% wszystkich badanych) potozylo jeszcze nacisk na samodzielng prace ucznia. Jednak
co trzeci nauczyciel w przedstawionym planie pracy nie uwzglednil ani manipulacji na
konkretach, ani sporzadzenia rysunku, ani tez nie dazyt do tego, aby uczen w miarg samo-
dzielnie rozwigzat to zadanie.

Latwos¢ przedstawionego powyzej zadania jest rowna 22% w przypadku uczniow
(Biatek 1 in. 2013: 97) i 77% w przypadku nauczycieli (Czajkowska i in. 2015: 13).
Jego niska rozwigzywalno$¢ w przypadku uczniow moze by¢ efektem pomijania tego
typu zadan w nauczaniu, badz niewlasciwie zaprojektowanej metodyki pracy nad nimi.
Uczniowie wielokrotnie nie rozumieja proponowanych przez nauczyciela sposobow roz-
wigzywania zadan, poniewaz sa one prowadzone na zbyt wysokim poziomie abstrakcji
i ogolnosci. Trudnosci ucznidéw w rozumieniu pojawiaja si¢ zwlaszcza wtedy, gdy formal-
ny zapis rozwigzania nie jest poprzedzony manipulacjami, czy sporzadzeniem odpowied-
niego rysunku. Brak wlasciwych doswiadczen wyniesionych ze szkoly w radzeniu sobie
z tego typu problemami powoduje, ze dzieci postawione przed koniecznoscia rozwigzania
analogicznego zadania, staja si¢ bezradne. Podejmuja przypadkowe proby uchwycenia
struktury problemu, starajac si¢ zapisac¢ jaka$ formute matematyczng z uzyciem liczb do-
strzezonych w tekscie zadania.

Podsumowanie

W tradycyjnym podej$ciu do nauczania dominowat poglad, ze im krocej uczen dochodzi
do opanowania koncowej umiejetnosci, tym nauczanie jest efektywniejsze. Wspotczesna
dydaktyka ktadzie nacisk na rozwoj tworczego podchodzenia do problemow i tworzenia
strategii ich rozwigzywania (Klus-Stanska, Nowicka 2005). Jednak pomimo deklaracji
o0 zgodzie na samodzielng tworczo$¢ uczniowska, nauczyciele w praktyce tak kierujg pra-
ca swoich ucznidow, aby mozliwie najkrotszg droga doprowadzi¢ ich do celu (Dabrowski
2013: 252-256). Mozliwe, ze preferuja taki sposdb pracy z dzie¢mi lub nie potrafig tego
robi¢ inaczej.

Analiza uczniowskich i1 nauczycielskich rozwigzan zadan pokazala, ze stosowane
przez nich strategie byly podobne. Widoczne byly wyrazne zwigzki migdzy rozumowa-
niami prowadzonymi przez ucznidéw i przez nauczycieli. Nie jest to dziwne, ani niepoko-
jace, o ile sg one poprawne. Jednak pewne typowe btedy popetniali zarowno uczniowie
jak i nauczyciele, co sktania do refleksji. O ile uczniowie maja prawo wpada¢ w “putapki”
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i popetniane przez nich btgdy sa naturalnym elementem procesu uczenia si¢, to w przypad-
ku nauczycieli taka sytuacja nie moze mie¢ miejsca. Nauczyciele, ktorzy sami popetniaja
typowe btedy, moga bezwiednie uczy¢ dzieci wadliwych rozwigzan. Badania pokazaty, ze
niepoprawne strategie byly na tyle wspolne dla ucznidow i nauczycieli, ze mozna mowic
o swoistym dziedziczeniu pedagogicznym. Prawdopodobnie niektoérzy nauczyciele uczyli
tak, jak sami kiedy$ byli uczeni.
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